
第１１期
２０１９年１１月

电　　子　　学　　报
ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ

Ｖｏｌ．４７　Ｎｏ．１１
Ｎｏｖ．　２０１９

收稿日期：２０１９０４１６；修回日期：２０１９０６０３；责任编辑：马兰英
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．６１３４００５２）；辽宁省自然科学基金（Ｎｏ．２０１４０２０００９）

悬臂梁电极长度对压电

俘能电气特性的影响研究

白凤仙，马慧卿，孙建忠，董维杰，张梦洁
（大连理工大学电气工程学院，辽宁大连 １１６０２３）

　　摘　要：　悬臂梁电极长度是影响压电振动俘能特性的重要因素之一．提出了用能量分布函数描述在振动俘能过
程中电场能量与电极占比的关系，并探究了电极占比对电气输出特性影响的本质．指出矩形和三角形悬臂梁获得最大
功率的最优电极占比在５０％～６０％之间，在俘能过程中存在电荷的重新分配，且存在能量损失，在最优电极处能量损
失最低，全电极时能量损失较大．仿真和实验结果均表明矩形和三角形悬臂梁的最优电极占比与能量分布函数得到的
最优值相吻合，优化电极提高输出功率是可行的．
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１　引言
　　压电换能器迅速发展已成为最可靠的机电转换机
制之一，并得到进一步的拓展和应用［１～４］．压电悬臂梁
因其结构简单，清洁环保和易于实现小型化和集成化

等优点广泛应用于振动俘能系统，并成为国内外学者

的研究热点［５～７］．在振动俘能过程中为了获得较大的输
出功率，悬臂梁的几何形状、尺寸和电极分布情况等均

需进行合理的设计和优化．文献［８，９］指出三角形压电

悬臂梁改善了应变分布特性，其输出电压优于矩形和

梯形悬臂梁．文献［１０～１２］研究了矩形、梯形和三角形
压电悬臂梁在振动俘能过程中的输出特性，指出三角

形悬臂梁在改善输出功率方面是最佳的几何形状．文
献［１３］在三角形梁的基础上进一步提出了内弧边和外
弧边三角形压电悬臂梁，通过仿真和实验证明了当载

荷相同，负载电阻匹配时，内弧边梁的输出功率最大，外

弧边梁的输出功率最小．ＭａｒｋＳｔｅｗａｒｔ等人提出在振动
俘能过程中，压电悬臂梁的应变不均匀分布会导致电
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荷的重新分配过程，此过程存在能量损失，进而导致压

电俘能器效率降低［１４］．英国剑桥大学的 ＳｉｊｕｎＤｕ等人
通过理论分析和实验验证提出在能量收集过程中，悬

臂梁的电极长度存在最优值使得输出功率最大，并指

出了矩形梁的电极长度为梁长的 ４４％时输出功率
最大［１５］．

综上，在压电振动俘能过程中，对于俘能器件悬臂

梁而言，无论是压电材料、形状尺寸还是电极长度均影

响能量收集系统的输出电压和输出功率．而关于电极
长度对压电振动能量系统电气特性的影响现有文献研

究较少．本文提出了用能量函数描述在振动俘能过程
中电场能量与电极占比（为了便于比较引入“电极长度

占比”，即电极长度与悬臂梁长度之比，以下简称“电极

占比”）的关系，更准确地分析了电极占比的影响，并探

究了电极占比对电气输出特性影响的本质；通过 ＡＮ
ＳＹＳ仿真和实验验证了矩形和三角形悬臂梁在能量收
集过程中的最优电极占比，指出了在实际应用过程中

通过优化电极长度来提高输出功率是可行的．

２　理论分析
　　本文首先给出了矩形和三角形悬臂梁的应变分布
函数，其次得到了电场能量的分布函数，进而得到悬臂

梁在振动俘能过程中所收集的电场能量与电极分布的

关系，并探究了电极占比对电气输出特性影响的本质．
２１　应变分布函数

压电悬臂梁最常用的模型如图１（ａ）所示，本文为
了方便研究电极占比对压电悬臂梁输出特性的影响，

令电极长度为ｘ（０≤ｘ≤ｌ），ｌ为悬臂梁长度．

在外力载荷Ｆ作用下，压电悬臂梁满足如式（１）所

示的欧拉伯努利梁振动方程．

ρ
２ｙ（ｘ，ｔ）
ｔ２

＋ＥＩ
４ｙ（ｘ，ｔ）
ｘ４

＝Ｆ（ｘ，ｔ） （１）

其中，ρ为基底材料的线密度，ｙ为位移，Ｆ为外部载荷，
Ｅ为基底材料的弹性模量，Ｉ为悬臂梁的惯性矩．

通过分析求解式（１），得到压电悬臂梁的各阶振动
模态函数［１６］，并根据悬臂梁变形理论得到在不同模态

下的平均应变在其长度方向的分布函数，即应变分布

函数为：

εｉ（ｘ）＝
ｈ
２
ｄ２φｉ（ｘ）
ｄｘ２

（２）

其中，
"ｉ（ｘ）为各阶振动的模态函数，ｈ为压电悬臂梁中

性层到压电层中心的距离．
对式（２）作归一化处理即可得到一阶和二阶的应

变分布图，通过多项式拟合即可得到悬臂梁的一阶和

二阶应变分布函数．在振动能量收集过程中压电悬臂
梁工作在一阶模态下，本文仅分析一阶应变分布函数，

矩形梁的一阶应变分布图如图１（ｂ）所示．经拟合得到
矩形和三角形悬臂梁的一阶模态应变函数如式（３）和
式（４）所示．
ε１（ｘ′）＝０５ｃｏｓ（１８７５ｘ′）＋０５ｃｏｓｈ（１８７５ｘ′）

－０３６７ｓｉｎ（１８７５ｘ′）－０３６７ｓｉｎｈ（１８７５ｘ′）
（３）

　　ε（ｘ′）＝２３３６５ｘ′６－８２１０８ｘ′５＋１１３７４２ｘ′４

－７６２７５ｘ′３＋２４３６５ｘ′２－４１８８ｘ′ （４）
２２　能量分布函数

由于矩形梁为等截面梁，对其长度作归一化处理，

即令ｌ＝１，在０～ｘ′的位置覆盖电极，则压电悬臂梁可视
为电容，即：

Ｃ＝εＳｈ＝
εＷｘ′
ｈ （５）

其中，Ｓ＝Ｗｘ′为０～ｘ′的面积，Ｗ为梁的宽度．根据压电
方程得到微元的电荷量：

ｄＱ＝ｄ３１σｄＳ （６）
其中，

#

为ｘ′处应力，ｄＳ为微元面积，进而，得到０～ｘ′的
总电荷量为：

Ｑ（ｘ′）＝ｄ３１ＷＥ∫
ｘ′

０
ε（ｘ′）ｄｘ′ （７）

在振动俘能过程中，悬臂梁存储的电场能量Ｅ０为：

Ｅ０（ｘ′）＝
Ｑ２（ｘ′）
２Ｃ（ｘ′） （８）

将式（５）和（７）代入式（８），从而得到矩形梁存储的电
场能量与电极占比的变化关系为：

Ｅ０－ｒｅｃｔ（ｘ′）＝
ｈｄ２３１ＷＥ

２

２ε
∫
ｘ′

０
ε（ｘ′）ｄ[ ]ｘ′
ｘ′

２

（９）

其中，Ｅ为悬臂梁等效弹性模量．

７５２２
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矩形梁的开路电压为：

Ｕｒｅｃｔ（ｘ′）＝
Ｑ（ｘ′）
Ｃ（ｘ′）＝

ｄ３１ｈＥ
ε
∫
ｘ′

０
ε（ｘ′）ｄｘ′

ｘ′ （１０）

当悬臂梁工作在其一阶模态时，其集中参数等效

电路为电流源 ｉＰ、电阻 ＲＰ和电容 ＣＰ的一个并联组
合［１７］．假设压电材料的电阻率为 ρ，其一阶模态的固有
频率为ω０时，有：

Ｒｐ（ｘ）＝ρ
ｈ
Ｗｘ （１１）

Ｃｐ（ｘ）＝
εＷｘ
ｈ （１２）

匹配负载为：

Ｚｐ－ｒｅｃｔ（ｘ′） ＝
ρ

１＋ω２０ε
２ρ槡
２

ｈ
ｘ′Ｗｌ （１３）

同理，可以得到三角形悬臂梁在振动俘能过程中

的电场能量、开路电压和匹配负载与电极占比的关

系为：

Ｅ０－ｔｒｉ＝
Ｗｈｄ２３１Ｅ

２

ε
∫
ｘ′

０
（１－ｘ′）ε（ｘ′）ｄ[ ]ｘ′
（２－ｘ′）ｘ′

２

（１４）

Ｕｔｒｉ（ｘ′）＝
２ｈｄ３１Ｅ
ε
∫
ｘ′

０
（１－ｘ′）ε（ｘ′）ｄｘ′

（２－ｘ′）ｘ′ （１５）

Ｚｐ－ｔｒｉ（ｘ′）＝
ρ

１＋ｊω０ερ
２ｈ

Ｗｘ′（２－ｘ′） （１６）

以矩形梁为例，将式（３）分别代入式（９）、式（１０）和
式（１３）得到了矩形压电悬臂梁的电场能量、开路电压
及匹配负载随电极占比的变化关系（归一化），如图 ２
所示．

由图２看出，矩形梁在振动俘能过程中，其开路电
压和匹配负载随着电极占比的增加而减小；而存储的

电场能量则随着电极占比的增加呈现先增加后减小的

趋势，当电极占比为５２％时，电场能量获得最大值，该
结论与文献［１５］相吻合．同样，可以得到三角形压电悬
臂梁的最优电极占比为５７％．换句话说，在振动俘能过
程中无论是矩形梁还是三角形梁都存在最优的电极比．

２３　本质探究
２３１　定性分析

首先要明确的是，当两个电容量为Ｃ１和Ｃ２，电压分
别为Ｕ１和Ｕ２（Ｕ１≠Ｕ２）的电容作并联时，两电容上的电
荷会重新分配，并存在一定的能量损失，其损失的能

量为：

　　ΔＥ＝１２Ｃ１Ｕ
２
１＋
１
２Ｃ２Ｕ

２
２－
１
２
（Ｃ１Ｕ１＋Ｃ２Ｕ２）

２

Ｃ１＋Ｃ２

＝
Ｃ１Ｃ２（Ｕ１－Ｕ２）

２

２（Ｃ１＋Ｃ２）
（１７）

其次，对于悬臂梁上压电层而言，可以看作是由无

数个宽度相同的“小电容”组成．在振动时，压电悬臂梁
电极表面感应出可以自由移动的电荷，在一个极短的

时间内感应电荷重新分配，从而在电极表面形成一个

等势面．这个过程如同无数个电压不同的“小电容”在
极短的时间内并联，所以能量损失是存在的．
２３２　定量分析

根据微元法思想建立如图３所示的悬臂梁微元模
型，将矩形梁看作 ｎ个矩形“小电容”组成，每个“小电
容”的长度为１／ｎ，宽度为Ｗ．第ｉ个电容存储的能量，可
以通过理论计算得到．

第ｉ个“小电容”的面积、电荷量、电容及电场能量
分别为：

Ｓｉ＝Ｗ
１
ｎ，Ｑｉ＝ｄ３１σｒｅｃｔ（

ｉ
ｎ）Ｓｉ，Ｃｉ＝

εＳｉ
ｈ （１８）

Ｅｉ＝
Ｑ２ｉ
２Ｃｉ
＝
Ｗｈｄ２３１
２εσ

２
ｒｅｃｔ（
ｉ
ｎ）
１
ｎ （１９）

组成矩形梁的ｎ个电容的总电能量为：

Ｅｒｅｃｔ１ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅｉ＝

Ｗｈｄ２３１
２ε

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
σ２ｒｅｃｔ（

ｉ
ｎ） （２０）
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将ｘ′＝１（即ｘ＝ｌ，全电极），代入式（９）可得全电极矩形
压电悬臂梁的电能量为：

Ｅｒｅｃｔ２ ＝
Ｗｈｄ２３１
２ε ∫

１

０
σｒｅｃｔ（ｘ′）ｄ[ ]ｘ′２ （２１）

同样地，组成三角形梁的ｎ个电容的总电能量为：

Ｅｔｒｉ１ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅｉ＝

Ｗｈｄ２３１
４ε

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
σ２ｔｒｉ（

ｉ
ｎ）（２－

２ｉ－１
ｎ ）

（２２）
全电极三角形压电悬臂梁的电能量为：

Ｅｔｒｉ２ ＝
Ｗｈｄ２３１
ε ∫

１

０
σｔｒｉ（ｘ′）ｄ[ ]ｘ′２ （２３）

比较式（２０）和式（２１）以及式（２２）和式（２３），即可
得到矩形和三角形悬臂梁在不同电极占比下损失的电

场能量．采用式（３）和（４）所示的应变分布函数，且取尽
可能大的 ｎ值，由 ＭＡＴＬＡＢ得到的仿真结果如图 ４
所示．

由图４可以看出，当悬臂梁的电极占比为最优值时
能量损失最小．即矩形梁和三角形梁的电极占比分别
为 ５２％ 和 ５７％ 时，能 量 损 失 率 分 别 为 １２２８％
和６４８％．

３　仿真分析
　　本文选用ＰＶＤＦ压电材料，仿真过程中涉及到的介
电常数、压电常数等系数矩阵参见文献［１８，１９］．压电
悬臂梁模型参数如表１所示．

表１　压电悬臂梁模型参数

参数 ＰＶＤＦ 基底（磷青铜）

密度（ｋｇ／ｍ３） １７８０ ８９２０

弹性模（Ｇｐａ） ２５ １０６

泊松比 ０３ ０３５

厚度（μｍ） ５０ １００

宽度（ｍｍ） ２０ ２０

长度（ｍｍ） ６０ ７０

３１　输出特性分析
首先仿真分析了矩形和三角形压电悬臂梁的输出

开路电压及匹配负载随电极占比的变化关系，如图 ５
所示．

由图５可以看出，矩形梁和三角形梁开路电压和匹
配负载均随着电极占比的增大而逐渐减小．

其次，分别对电极占比１０％～１００％的输出功率曲
线进行仿真分析，输出功率特性曲线如图６所示．进一
步提取图５和图６中负载匹配时的最大输出功率，进而
得到如图 ７所示的最大输出功率随电极占比的变化
趋势．

由图７可以看出，在振动俘能过程中，矩形梁、三角
形梁的电极占比分别为５０％和６０％时获得的最大功率
为９８４μＷ 和 １１４１μＷ，分别为全电极输出功率的
１４２倍和１０５倍．
３２　能量分布函数和仿真结果比较

比较悬臂梁在振动俘能过程中电场能量随电极占

比分布的函数曲线和 ＡＮＳＹＳ仿真分析的最大输出功
率，其结果如图８所示．

由图８可以看出，由仿真得到的最大输出功率随电
极占比的变化规律与电场能量随电极占比分布的函数

曲线相当吻合．这说明利用压电悬臂梁的振型函数推
导得到的电场能量随电极占比的分布函数的理论是正

９５２２
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确的，用能量分布函数分析输出功率的方法是可行的，

其分析结果较文献［１５］更准确，分析方法具有普遍性，
不仅可以分析矩形梁，还可以分析三角形梁，同样也适

用于梯形梁．

４　实验验证
　　实验采用自制的矩形和三角形压电悬臂梁，其尺
寸和参数满足表１的要求．实验过程中采用 ＡＦＧ３０２１Ｂ
信号发生器为 ＹＥ５８７１Ａ功率放大器提供信号，从而驱
动ＪＺＫ－５系列小型激振台，进而激励固定在振动台上
的压电悬臂梁，最后通过 ＴＤＳ１００２来观察输出电压波
形，并记录实验结果，实验装置如图９所示．

在实验过程中，首先测得在振动俘能过程中矩形

和三角形悬臂梁的输出开路电压和匹配负载随电极占

比的变化，其变化规律与理论分析及仿真的结果相吻

合．其次，不断地改变负载，测得悬臂梁在１０％ ～１００％
电极占比下的输出功率，提取不同电极占比的最大输

出功率和对应的匹配负载从而得到最大功率和匹配负

载随电极占比的变化曲线．以矩形悬臂梁为例，如图１０
（ａ）和１０（ｂ）所示．最后，对实验结果与 ＡＮＳＹＳ仿真所
得最大输出功率以及能量分布函数曲线进行了对比．
以矩形悬臂梁为例，比较结果如图１１所示．

由图１０（ａ）和１０（ｂ）可以看出，最大输出功率和匹
配负载随不同电极占比的变化规律均与理论和仿真结

果相吻合，只是最优电极占比和最大输出功率在数值

上与仿真有点偏差．实验测得的矩形和三角形悬臂梁
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的最优电极占比分别为６０％和５０％，其最大功率分别
为全电极的１４５倍和１１７倍．由图１１可以看出，实验
测得负载匹配时的最大输出功率与仿真结果以及电场

能量随电极占比分布的函数曲线三者表现出了良好的

一致性．

５　结论
　　本文从电极占比的角度探究了在压电振动俘能系
统中电极分布对压电悬臂梁俘能特性的影响．利用压
电悬臂梁的振型函数推导得到了在俘能过程中存储的

电场能量与电极占比的关系，更准确的分析了电极占

比的影响，并探究了电极占比对电气输出特性影响的

本质，指出了在振动俘能过程中存在电荷的重新分配，

且存在能量损失，在最优电极处能量损失最低，全电极

时能量损失较大；其次通过仿真分析了矩形和三角形

悬臂梁在振动俘能过程中的输出特性，指出最优电极

占比在５０％～６０％之间．最后，通过实验验证了矩形和
三角形悬臂梁在振动俘能过程中的最优电极占比与仿

真和能量分布函数得到的最优值相当吻合，进一步说

明利用压电悬臂梁的振型函数推导得到的电场能量随

电极占比的分布函数的理论是正确的，该分析方法更

具有普遍性，不仅可以分析矩形梁、三角形梁，同样也适

用于梯形梁．在实际应用过程通过优化电极占比来提
高输出功率是可行的．
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